1. cviceni - reSeni

Piiklad 1 (a) M = {x}, kde x € R” je dany.

7 definice je zfejmé, ze H(M) = M C M, tedy M je uzaviena. Plati tedy, e M = M.

Jelikoz M sestavi z jediného bodu, nemize se stat, ze by M obsahovalo kouli. Proto
Int M = () a M neni oteviena.

Piiklad 1 (b) M C R”™ neprazdna a konec¢na.

Z piikladu 1 (a) plyne, Ze bod je uzaviena mnozina. M je tedy, jakozto kone¢né sjednoceni
uzavienych mnozin, uzavienou mnozinou dle véty 2, 5. Tedy plati, ze M = M.

Ozna¢me M = {z1,...,x,}. UkaZeme, Ze pro kazdé i = 1,...,n je x; ¢ Int M. Tj.
ukazeme, Ze M neobsahuje kouli o stfedu x;.

Definujme § := min{p(z;,z;): j € {1,...,5},7 # i} ( nejmensi vzdalenost bodu z; od
ostatnich bodd mnoziny M). Pak pro r € (0,0),5 € {1,...,5},7 # i: x; ¢ B(x;,r). Tedy
plati, ze B(z;,r) N (R™\ M) # 0.

Dokazali jsme, ze M neobsahuje zadnou otevienou kouli o stfedu x; (pokud by takovou
obsahovala, musela by obsahovat i B(x;,r).

Proto Int M = () a M nenf oteviena.

Z rovnosti M = H(M) U M plyne, ze H(M) =M = M.

Piiklad 1 (c) M = (0,1) C R.

Pro z € M naleznéme r € (0, min{z,1 —xz}). Pak B(z,r) C M, tedy kazdy bod M je
jejim vnitinim bodem. Proto plati, Ze M je oteviend a Int M = M.

Co se bodi hranice tyce, ukazme, ze 0 € H(M). Pro r > 0 zifejmé plati, ze B(0,r)NM # 0,
neb B(0,r) = (—r,r). Zéaroven viak B(0,r) N (R\ M) = (—r,r) N ((—o0,0] U[1,00)) # 0. Z
toho plyne, Ze 0 je hrani¢nim bodem M. Analogicky se ukaze, ze 1 € H(M).

Uvazme nyni = ¢ [0,1]. Ukazeme, ze x ¢ H(M). Necht r € (0,min{|z|,|1 — x|}. Pak
B(xz,r) = (x —r,x+r). Jelikoz = je od nuly vzdaleno o |x| a r < |z|, tak plati, ze 0 ¢ B(x,r).
Podobné 1 ¢ B(x,r). Z toho plyne, ze (R\ M)NH(M) = (. Tedy H(M) = {0,1}

B(x,r)

1
J

0 1 X

Priklad 1 (d) M =[0,1] C R.

Podobné jako vyse se ukaze, ze (0,1) je oteviena podmnozina M a H(M) = { 0,1}.
Snadno se da ukazat, Zze 0 a 1 nejsou vnitini body M. Jelikoz H(M) C M, tak M je uzaviena.
Zaroven ne vSechny body M jsou vnitini, takze M neni oteviena.

Piiklad 1 (e), (f), (g), (h) analogicky jako vyge.
Piiklad 1 (i) M = N.

Z toho, ze pro n € N plati B(n, %) NN = n, plyne, ze Int M = () a H(M) = M. 7Z toho
dostavame, ze M = M U H(M) = M. Mnozina M tedy je uzaviena a neni oteviena.
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Priklad 1 (j) M =Q

Jelikoz oteviené koule v R jsou intervaly a dle Véty 9 z minulého semestru plyne, Ze
kazdy interval obsahuje iracionalni ¢islo, tak M neobsahuje Zddnou otevienou kouli. Proto
Int M = (). Navic M # (), proto M neni oteviena.

Z téze myslenky vyplyva, Ze (neb kazdy interval obsahuje i racionélni ¢islo), ze kazdé reélné
¢islo je bodem hranice M. Tedy H(M) = R. Proto M = R # M a M neni uzaviena.

Piiklad 1 (k) M =R\ Q.
Dle Véty 4 z prednasky plyne, ze M neni ani uzaviené, ani oteviend. Stejnymi tivahami
jako vyse dojdeme k tomu, ze Int M = (), H(M) = R, M = R.

Priklad 1 (1) M = {;n e N}.

Mnozina M obsahuje 1 a bod v M \ {1}, ktery je mu nejblize, je ziejmé % Z toho plyne,
ze bod 1 ¢ Int M, jelikoz B(1, %) neni podmnozinou M. Plati tedy, Ze M neni oteviena.
Obdobnym argumentem dostavame, Ze Int M = ().

Dale z toho plyne, ze M C H(M), neb pro kazdé x € M existuje r > 0 t.z. B(z,r) N
(R\ M) #0a B(xz,7) "M # 0.

Zbyva otazka, zda jesté né&jaky dalsi bod x € R je hrani¢nim bodem M.

Jelikoz % — 0, je pravdépodobné, ze 0 € H(M). Ovéime si to. Zvolme r > 0 libovolné.
Pak B(0,7) = (—r,r). Jelikoz 0 je infimem mnoziny M, tak M neobsahuje zéporna &isla.
Proro B(0,7) N (R\ M) # 0. Zaroveii z faktu, Ze limy oo = = 0 vyplyvé, Ze existuje n € N
t.z. 1 € B(0,r). Proto 0 € H(M).

Uvazujme nyni z € R\ (M U{0}) a ukazme, ze © ¢ H(M). Pokud z < 0, pak nalezneme
r >0tz 0¢ B(x,r). Pak B(z,r) N M = (), a proto z ¢ H(M). Podobné postupujeme
iproz > 1. Jeli z € (0,1), pak nalezneme n € N t.z. x € (%‘H’%) Pak zvolme r €
(0, min{|z — H%HL |%|}) Ztejmé plati, ze B(z,r) N M = 0, jelikoz r je mensi, nez vzdéalenost
z od nejbliz&iho bodu z M.

Plat{ tedy, ze H(M) = M U{0} a M = H(M). Jelikoz M # M, tak M neni uzaviena.

Piiklad 1 (m), (n) Analogicky jako 1 (1).

Priklad 2 (a)

Uvazme piimku y = ax, kde a € R - jde o libovolnou pifmku v R? prochézejici bodem (0, 0).
Nyni chceme ukazat, ze funkce f(x, ax) (coZ je funkce f uvazovana pouze na piimce y = ax, jde
ziejmé o funkci jedné proménné, tedy miizeme pouzit pojem spojitosti, ktery zndme z prvniho
semestru) je spojitd v bodé 0. Stac¢i proto ukazat, ze lim,_,o f(x,ax) = f(0,a-0) = f(0,0) = 0.

limy_y0 0 = 0, a=0,
%\/OAL:+ZL1_0:0’ 0 0.

lim, o

2% lim .o 9T
sin(ax) =0 §in(ax)

Priklad 2 (b)
NapiSme si, co to znamena, Ze je funkce f spojita v bodé (0,0):

Ve > 030 > 0V(z,y) € B((0,0),0): |f(0,0) — f(x,y)| <e
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To se da prepsat za uZziti definice funkce f a FEukleidovské metriky a faktu, ze pro y = 0
podminka automaticky plati, na :

2
Ve >030>0V(z,y) € R:y#0,2% + 9% < 6: ‘;m/ <e

Zvolme x = g. Pak pro kazdé y t.z. % < 6% — % = %(5 plati, ze (z,y) € B((0,0),4). Pro
vSechna tato y by mélo tedy platit, ze ‘ z? ‘ <e.

siny

Vzpomenme si, Ze sin je v 0 spojitd funkce, kterd nabyva nuly. Pak existuje n-okoli 0
2 -
takové, Ze na ném je hodnota funkQ(:e sin Z--blizko 0. Tedy existuje n, BUNO n < %5, t.Z. pro
kazdé y € (—n,n) plati |siny| < Z-.
Dostéavame, ze pro (z,y) takove, ze x = g, y € (—n,n) plati nasledujici:

2

(z,y) € B((0,0),0) A > e,

siny
neb %2 > |siny|.
Tim jsme dostali, Ze pro kazdé ¢ a kazdé § nemize byt splnéna definice spojitosti funkce

f v bodé (0,0). Tedy f neni spojita v bodé (0,0).

Piiklad 3 (a) f(z,y) = 2z + 3y + 1.

D(f) =R?
Vrstevnice:
2 c—1
[f=d=2x+3y+1=c=By=c—1-2z]= y:f§x+ 3

vrstevnice pro ¢ = 0: s
Spojitost: f je spojita na celém svém D(f) jakozto slozeni spojitych funkei.

Priklad 3 (b) f(z,y) = min(z,y)
D(f) =R?
Vrstevnice:

[f =c =min(z,y) =] =[x <y Az =JUly <z Ay =
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0 1 2 3 4

vrstevnice pro ¢ = 2:
Spojitost: f je spojita na celém svém D(f) jakoZzto sloZeni spojitych funkei.

Priklad 3 (c) f(z,y) =z + /Yy
D(f) =R?\ [y < 0] = {[z,y] € R?: y > 0}
Vrstevnice:

F=d=l+Vi=d=lr=c- i

in 0 1 2

vrstevnice pro ¢ =:
Spojitost: f je spojita na celém svém D(f) jakozto slozeni spojitych funkei.

Piiklad 3 (d) f(z,y) = 2% + ¢?
D(f) =R?
Vrstevnice:
[f=d=[?+y*=

vrstevnice pro ¢ =:
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Spojitost: f je spojita na celém svém D(f) jakozto sloZeni spojitych funkei.

Pi¥iklad 3 (e) f(z,y) = /2y

D(f) = {[z,y] € R?: 2y > 0}. D(f) je sjednoceni prvniho a t¥etiho kvadrantu véetnd
hrani¢énich polopfimek.

Vrstevnice: [f = c| = [\/zy = (]

Rovnost /zy = ¢ dava smysl pouze pro ¢ > 0 - jinak neexistuje Zidna dvojice z,y takova,
Ze by byla rovnost pslnéna. Proto pro ¢ < 0 je [f =] = 0.

Pro ¢ = 0 mame: [f = ¢] = [vry = 0] = [x = 0] U [y = 0], vrstevnice je tedy sjednoceni os.

2

Pro ¢ > 0 mame: [f =¢| = [y = ], jde o hyperbolu.

&
T

vrstevnice pro ¢ =:
Spojitost: f je spojita na celém svém D(f) jakozto slozeni spojitych funkei.

Piiklad 3 (f) f(z,y) = /1 —22 — 2

D(f) = {[z,y] € R?: 2% + % < 1}.

an
R

Vrstevnice: Pro ¢ € (0,1) plati, Ze ¢ > 0 a 1 — ¢ > 0, pak vrstevnice je nasledujici:

[f == [\/1—x2—y2:c} =[l—a2? -y ==+ =1-¢7

vrstevnice pro ¢ = %:
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Je-li ¢ = 1, pak rovnost /1 —a? —y? = ¢ plati pravé pro bod [z,y] = [0,0]. Tedy
/= 1] = {0,0]}.

Pro zbyla ¢, tj. pro ¢ € R\[0,1], je [f = ¢] = 0, neb nemiZe nastat rovnost /1 — a2 — y? =
¢, nebo 2 +y? =1 — 2

Spojitost: f je spojita na celém svém D(f) jakozto slozeni spojitych funkei.

Priklad 3 (g) f(v.y) = e
D(f) =[a? +y* = 1> 0] = [¢? + 2 > 1]

o’

D(f):
Vrstevnice: Pro ¢ <0 plati: [f = ¢] = (. Pro ¢ > 0 plati

i Ve,

1 1 1
—c] = [m2+y2—1—62} —[w2+y2—1+62

vrstevnice pro ¢ = 2:
Spojitost: f je spojita na celém svém D(f) jakozto sloZeni spojitych funkei.

Pi¥iklad 5 (a) M = {[z,y] € R*;2 > 0,y < 0}.
Definujme M := {[z,y] € R?: 2 > 0}, My := {[z,y] € R?: y < 0}. Pak M = M; N M2.
Nakresleme si M1, Mo a pak M.
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Vidime, Ze M neobsahuje celou svou hranici (dolni poloosu y). Proto M neni uzaviena.
Zaroven obsahuje ¢ast své hranice, tedy neni ani oteviena.
IntM =[z>0N[y<0],HM)=[z>0,y=0U[z=0,y <0].

Piiklad 5 (b) Laskavy ¢tenar si dokaze sam.

Piiklad 5 (c) Jednotkova kruznice bez bodu [1, 0]

Ztejmé M neni oteviend, neb uvazujeme-li B(z,r),x € M,r > 0, pak existuje y € B(z, )
t.z. p(0,y) # 1, tedy y ¢ M.

Zjistéme H(M). Z pravé uvedené myslenky plyne, ze M C H(M) (pro body mn. M je
definice hrani¢niho bodu ziejmé splnéna). Vénujme se nyni dalsim bodiam - zda jsou ¢i nejsou
hrani¢ni (hrani¢ni bod nemusi byt prvkem mnoziny M).

Definujme f(z,y) = 22 +y?. Pak M = [f = 1]\ {[1,0]}.

Mnoziny [f > 1], [f < 1] jsou oteviené a neprotinaji M. Proto neobsahuji hrani¢ni body
(viz argumentaci v piikladu 2 (f)).

Zbyva tedy ukazat, Ze bod [1,0] je hrani¢nim bodem (coz se da tusit z obrazku).

Prejdéme nyni k polarnim soufadnicim - tj. bod na mnoziné [f = 1] je dan ahlem ¢ €
[0, 27] (a polomérem 1). Bod mnoziny [f = 1] pfislusny ahlu ¢ je [cos ¢, sin ¢]. Jeho vzdéalenost
od bodu [1,0] je

\/(1—cosg0)2 + (0 — sin p)? \/1—2cosg0+0052g0+sm © =V2y/1—cos2 .

Pro ¢ € (O, %) je tato vzdalenost spojitou rostouci funkci. Proto pro kazdé r € (0,+/2)
existuje 6 € (0, %) takové, ze pro kazdé ¢ € (0,0) je p ([cos ¢, sing],0) < r. Z toho dostavame,
Ze pro kazdé r > 0 existuje ¢ € (0,%) t.Zz [cosp,sing] € M N B([1,0],r). Zarovei zie-
jmé [z, %] € B([1,0],7) N (R*\ M). Ovefili jsme definici hraniéntho bodu, bod [1,0] je tedy
hrani¢nim bodem mn. M.

Priklad 5 (d) M = {[z,y] € R; % + £ < 1}.

Z predpisu pro elipsu vime, ze M je elipsou o stfedu [0,0] a z-ové poloose velikosti 2 a
y-ové velikosti 3.

Jinak lze podobu M odvodit nasledujicim zptisobem:

TR B IO R S S

M je tedy prostor mezi grafy funkei fi(z) = -9 + 996 a fa(x) =9 — 9%.

Je-li f(z,y) = % + ﬁ, pak M = [f < 1] a dle Vety 11 je oteviena. Z toho dostéavame,
ze Int M = M a M neni uzaviena. Podobné jako ve 2 (f) odvodime, ze H(M) = [f = 1]
(ovéfime, ze [f =1 C H(M) aze [f > 1|NH(M) =0).
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Piiklad 5 (e) M = {[x,y] € R%; 2% + 42 > 9}.
Ze stiedni gkoly vime, Ze kruznice o poloméru 3 a stfedu [0, 0] v R? je 22 +y? = 9. Z toho
dostavame, ze M je kruznice se stfedem v pocatku a polomérem 3 a vSe okolo ni.

Alternativng:

M=[y*29-2" =y 2v9-2’| = [-V9-2? <y > VI a7

10 iy 5 in i) o J T 6 [ 1
-2

g

Rovnost je povolena, tedy krajni body tam patii.

P¥iklad 5 (f) M = {[z,y] € R%; 2% + ¥ > 17}

Definujme funkci f: R? — R piedpisem f(x,y) = e¥ + 2.

Pak M = [f > 17]. Funkce f je spojité, tedy podle Véty 11 je M oteviena.

M = [e¥ > 17 — 27

Je-li 17 — 22 < 0, pak je nerovnost e > 17 — 22 splnéna pro libovolné y, neb e¥ > 0
vzdy. Pokud 17 — 22 > 0, pak lze nerovnost zlogaritmovat, ¢im7 dostdvame nerovnost y >
In (17 - 932). Z toho vyplyvé nésledujici rovnost.

M =[y>1In (17— z*)] U [2? > 17]

Mnozina M proto vypada nésledujicim zptsobem.
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-3

Zbyva urc¢it H(M). Ukazme, ze [f = 17| je hranici mnoziny M.

Nejditve ukdzeme, Ze [f = 17] C H(M). Necht [z,y] € [f = 17]. Tedy plati, Ze e¥ + 2% =
17. Zvolme r > 0 libovolné. Chceme ukazat, ze B([z,y],7)NM # 0 a B([z,y],r)N(R™\ M) #
0.

Necht ¢ € (0,7). Pak [x,y + d] € B([z,y],r). UkdZeme, Ze [z,y + d] € M. Staci ovéfit, ze
e¥t0 4+ 22 > 17. Je-likoz je funkece t — e® je rostouci. Proto eV < e¥19. Z toho dostavame, Ze
plati pozadované nerovnost.

Ukazme jesté, ze [z,y — ] € B([z,y],r) N (R"\ M). Tim ovéfime druhou podminku v
definic hrani¢niho bodu.

Stejnym argumentem dostévame, ze e¥~° < e¥, z &ehoz vyplyva, ze e¥~° + 22 < 17. Proto
[z,y — 0] ¢ M.

Ukazali jsme, ze [f = 17] € H(M). Ukazme nyni, ze R™ \ (M U|[f = 17]) neobsahuje
hrani¢ni body M. Plati, ze R" \ (M U [f =17]) = [f < 17]. Z Véty 11 vime, ze [f < 17]
je oteviend. Tzn., ze kazdy jeji bod je vnitinim bodem této mmnoziny. Mame-li tedy bod
[z,y] € [f < 17], pak existuje r > 0 t.z. B([z,y],r) C [f < 17]. Z toho dostavame, Ze
B([z,y],7) " M = 0. NemuZe byt tedy splnéna definice hrani¢niho bodu. Proto zadné dalsi
hrani¢ni body nejsou a H(M) = [f = 17].

Piiklad 5 (g) M = {[z,y] € R* 22 + y? + 22y = 5}

M=[z+y)’=5=[z+yl=v5=[z+yec{-V5V5}=
=[y=-2—V5Uly=—2+ V5]
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P#iklad 5 (h) M = {[z,y] € R% |z —y| = 2 — v}
M=[z—y>0=y<a

Priklad 5 (i) M = {[z,y] € R% |z + y| > = + y}
M=[z+y<0=[y<-—1]

P#iklad 5 (j) analogicky

P#iklad 3 (a) M = {[z,y] € R} 1 < 2% + ¢ < 4}
M=[1<22+y’|n[z?+y? <4] = (R*\ B(0,1)) N B(0,4) = B(0,4) \ B(0,1)

Pi#iklad 3 (b) M = {[z,y] e R%z <y <z + 3}
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M je sevieno pifimkami y = x a y = x4+ 3, pfiCemz piimky nepatii do M, neb v nerovnicich
neni povolena rovnost.

\(\
S
'l
X,

Piiklad 6 (c) M = {[z,y] € R%;2? <y <2? + 1}

M = [f <0]n[g < 0], pro funkece f(x,y) = 22 —y,g9(x,y) =y — 2> — 1. Funkce fig
jsou spojité (sloZeni spojitych funkei - s¢itani a nasobeni a mocnina jsou spojité funkce), tedy
podle Véty 11 je M prinikem dvou uzavienych mnozin. Dle Véty 2, 5 je proto mnozina M
uzavrena.

Jelikoz v R™ jsou jediné obojetné (tj. oteviené i uzaviené zaroven) mnoziny () a R™, neni
mnozina M oteviena.

Z definice 1ze ukazat, ze [f = 0] U [g = 0] je hranici mnoziny M.

-1

Piiklad 6 (d) M = {[z,y] € R?; |z| > 1}
M=[z<-1U[z>1]

-
5
i
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